Equations de droites

Objectifs :
— Reconnaitre et savoir utiliser I’équation réduite d’une droite
— Calculer et interpréter le coefficient directeur
— Caractériser des droites paralleles par leur coefficient directeur
— Interpréter graphiquement un systeme de deux équations a deux inconnues

Apercu historique :

Ce sont Marino Ghetadi, puis René Descartes qui proposent de résoudre les problémes de géométrie par le
recours systématique au calcul algébrique. Dans sa Géomélrie de 1637, le philosophe en formule le principe. 11
s’agit de représenter grandeurs connues et inconnues par des lettres, et de trouver autant de relations entre
grandeurs connues et inconnues qu’il y a d’inconnues au probléme. On y reconnait bien une démarche
analytique, conduisant a des systemes d’équations qu’il s’agit de réduire a une seule équation.

Pierre de Fermat est le premier o faire, a la méme époque, un usage systématique des coordonnées proprement
dites pour résoudre les problemes de lieux géométriques. 1l fait intervenir notamment les premieres équations
de droites, paraboles ou hyperboles. Il présente ces idées dans Ad locus planos et solidos isagoge, en 1636, texte
publié aprés sa mort. Dans les notations de Descartes, contrairement a Fermat, les constantes sont
continuellement notées a, b, ¢, d, ... et les variables x, y, z. Il s’oppose en cela a la tradition de l’époque et un
lecteur d’aujourd’hui s’en trouve moins dérouté.

1. Equation réduite, coefficient directeur

A. Equation réduite d’une droite
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Théoréme 1.1 Le plan est muni d'un repére (O;1, 7). Soit d une droite du plan.
On a deux cas possibles :
si d est parallele & (O; ), alors il existe un réel ¢ tel que
M (z;y) € d si et seulement siz = ¢;
si d n’est pas paralléle a (O;}'), alors il existe deux réels m et p tels que
M (z;y) € d si et seulement si y = ma + p.

Démonstration Soit A(x4;y4) et B(xzp;yp) deux points distincts de la droite d. Soit M (x;y) un point
quelconque du plan.
Med < lesvecteurs AB et AN sont colinéaires.
= T pYais — Taig¥a = 0 (voir le Théoréme ?7)
<~ (zp—2a)(y—ya) — (@ —2a)(ys —ya) =0
— (2p—24)Y= (Y — YA)T + YATB — YATA — TAYB + TAYA
< (rB—2a)y= (yB —ya)r +yarp — TAYB
On a alors deux possibilités :




soit x5 — x4 = 0 (Cest le cas si d est paralléle a (O j) : tous les points de d ont la méme abscisse).
Léquation devient alors (yp — ya)r = rAYB — TBYA-

Cestadire (yp —ya)xr = xayp — xaya. Or A et B sont distincts et x4 = 25 donc yg —ya # 0; d’ou
en divisant par ys — y.4, on obtient alors : = %
En posant c =z 4,0naalors z = c.

soit xp — x4 # 0 (Cest le cas si d n'est pas paralléle & (O; 1, j) : deux points de d ne peuvent avoir la méme
abscisse). On divise alors par (rp — z4) et 'équation devient : y = (yp—ya)ztyap—cayn

TB—TA
’ = 1 . _ YB—YA YATB—TAYB _ YB—UYA _ YATB—TAYB
Cestadire:y = do—Ul gy 4 YATEERAND On pose alors m = A etp = daTETAE,

On aalors y = mx + p.

Définition 1.1 Dans les conditions du théoréme ?7 et avec les notations de la démonstration,
si d est parallele a (O; ), 'équation 2 = ¢ est appelée équation réduite de la droite d et on dit que le
vecteur j est un vecteur directeur de d;

si d n’est pas parallele a (O;]), I'équation y = ma + p est appelée équation réduite de la droite d et

on dit que le vecteur AB est un vecteur directeur de d.
Le réel m est appelé coefficient directeur ou pente de d et le réel p ordonnée a I'origine de d.
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Exemple 1.1 Soit A(1;2), B(—2;3) et C(1; —3) trois points dans un repére (O; 1, 7). Déterminer I'équation
réduite de la droite (AB) puis de la droite (AC).
Soit M (x; ) un point du plan. Les coordonnées de AB sont (—3;1) et les coordonnées de AL/ sont
(x -1y —2).
M e (AB) <= A, BetM sontalignés
< AB et AM sont colinéaires
— -=3(y—2)—1(x—1) =0 (Théoréme ?7?)
= -Jy+6=2-1
<~ y= —%x + g
Ainsi I'équation réduite de (AB) esty = —32 + £.

De méme pour la droite (AC) :
Soit M (z;y) un point du plan. Les coordonnées de AC sont (0; —5) et les coordonnées de A/ sont
(x -1y —2).
M e (AB) <= A, CetM sontalignés
« AC et AM sont colinéaires
<— 0x(y—2)—(-5)x (z—1)=0(Théoreme ?7)
— dxr—-5=0
— =1
Ainsi I'équation réduite de (AC) est x = 1.

Théoréme 1.2 (Réciproque) Soit (O; 7, j) un repére du plan. Soit m, p et ¢ trois réels quelconques,
— I'ensemble des points M (z;y) qui vérifient I'équation y = mx + p est une droite coupant I'axe des
ordonnées au point P(0;p) ;
— l'ensemble des points M (z;y) qui vérifient 'équation 2z = ¢ est une droite paralléle a I'axe des
ordonnées.

Démonstration :

— Soit A(0,p) et B(1,m + p). Les coordonnées de ces deux points vérifient 'équation y = ma + p.
Montrons que I'ensemble des points M (x; y) vérifiant cette équation sont sur la droite (AB) :
Soit M (z;y) tel que y = ma + p. On a AB(1;m) et AM (x;y — p) ; Cest & dire AM (z; mz).
Ona:1xmz—mxaz=mz—ma =0.En utilisant le théoréme ??, on déduit que les vecteurs AB et
AM sont colinéaires. Donc les points A, B et M sont alignés. Le point M appartient donc bien a une
droite qui coupe I'axe des ordonnées au point d’ordonnée p.

— Tous les points M (z;y) dont les coordonnées vérifient I'équation = = ¢ ont la méme abscisse. lls sont
donc alignés sur une droite paralléle a I'axe des ordonnées.




B. Coefficient directeur

Propriété 1.1 Soit A(x4;y4) et B(zp;yp) avec x4 # xp.
Alors le coefficient directeur de la droite (AB) est :

YB — YA
m = ————
B —TA

Démonstration On a x4 # x5 donc I'équation réduite de la droite est du type y = ma + p. Les points A et
B sont sur la droite donc leurs coordonnées vérifient I'équation de la droite. On a donc y4 = mx 4 + p et
yp = map + p; en soustrayant ces deux égalités on obtient y5 — y4 = m(zp — z4) donc m = LE=44

rp—xA "
On peut méme obtenir p = y4 — mr g = ya — L8244 x 1 4.

IB—TA

Exemple 1.2 Lalgorithme ci-dessous détermine I'équation réduite d’une droite dans un repére dont on
connait deux points par leur coordonnées.

Entrées : Les coordonnées des points A et B;
début
si x4 = xp alors
| Afficher < I'équation réduite de (AB) est z = x4 > ;

D Ya — M X T4
Afficher « I’équation réduite de (AB) est y = maz +p > ;

[ B N
)
=
=
]
=

Algorithme 1 : Détermination de 1’équation d’une droite

Interprétation graphique : Le coefficient directeur m est aussi appelé pente de la droite; il est égal a la
tangente de I'angle que fait cette droite avec ’horizontale.

2. Droites paralleles

Théoréme 1.3 (Droites paralléles) Soit deux droites d et d’ d’équations respectives y = max + p et
y =m'x + p’ dans un repere (O; 4, j) du plan.
Les droites d et d’ sont paralléles si et seulement si elles ont le méme coefficient directeur.

dd <= m=m'

Interprétation graphique de m et p :

p est 'ordonnée du point d’intersection de d avec

laxe des ordonnées (yy').

m est la différence des ordonnées de deux points M et

N de d tels que xy = zpr + 1.

Le vecteur MN = ii(1;m) est un vecteur directeur de

d. ‘

Propriété 1.2 (Lien entre équations de droite et fonctions affines) La représentation d’une fonction
affine f définie par f(x) = ma + p est la droite d d’équation réduite y = mz + p.




3. Interprétation d’un systeme

Définition 1.2 Une équation du premier degré ¢ a deux inconnues z et y est une équation qui peut
s’écrire sous la forme ax + by = ¢, ol a, b et ¢ sont trois réels °.

a. On dit aussi < linéaire >.
b. Le cas ou a = b = 0 n’a pas vraiment d’intérét. ..

Remarque :
— si b # 0, une telle équation peut s’écrire y = — ¢ + § : c’est alors I'équation d'une droite non parallele a
I’axe des ordonnées;
— sib=0et a# 0, une telle équation peut s’écrire z = < : c’est alors I’équation d’une droite parallele a
I’axe des ordonnées.

Définition 1.3 Un systéeme d’équations linéaires a deux inconnues x et y est un couple d’équations
s’écrivant sous laforme : ax + by = ¢
ax+by =7¢

Résoudre un tel systéme, c’est trouver tous les couples (x;y) qui vérifient simultanément les deux
équations du systéme.

Interprétation graphique :

On étudie le cas ol a et b d’une part et a’ et b’ d’autre part ne sont pas simultanément nuls.

Dans ce cas, on peut associer a chacune des deux équations une droite ! dans un méme repere. Les solutions
du systeme seront alors les coordonnées des points communs aux deux droites. Il existe donc trois cas
possibles : les droites sont sécantes (un point commun), les droites sont paralléles strictement (pas de point
commun) ou les droites sont confondues (une infinité de points communs).

Exemple 1.3 Résoudre graphiquement le systeme 2x +y = 3
x-2y = 4

Propriété 1.3 Les droites associées aux deux équations d’un systéme du type ax + by = ¢
ax+by =c
sont paralléles si et seulement si a’b — ab’ = 0.

Conséquence :

Le systeme ax + by = ¢

ax+ by = ¢

admet une unique solution si et seulement si a’b — ab’ # 0.

Démonstration :

— sib# 0etd # 0 les droites d et d’ ont pour coefficients directeurs respectifs —7 et —‘;— Ainsi d et d’
sont paralléles si et seulement si —% = — % qui s'écrit aussi ab/ — a’b = 0;

— si b =0 alors d est une droite paralléle a (Oy). Donc les droites d et d’ sont paralléles si et seulement
si b’ est aussi nul. Dans ce cas on a ab’ — a’b = 0. Et réciproquement si ab’ — a’b = 0 alors ab’ = 0 (car
b=0),0ra#0,doncd’ =0;

Donc les droites d et d’ sont paralléles si et seulement si ab’ — a’b = 0.

— si b’ = 0, méme démonstration que le point précédent.

1. Droites qu’on notera respectivement d et d’.



Le tableau suivant regroupe les cas ot b et b’ sont non nuls :

Siabl —a'b#0

Siabl —a'b=0

Ordonnées a lorigine distinctes :

/
ity

N . . 7
Méme ordonnée a I'origine : § = 7

Les droites sont sécantes

Les droites sont strictement pa-
ralleles

Les droites sont confondues

Une unique solution (zq; yo)

Pas de solution

Tous les couples de coordonnées
des points des droites sont solu-
tion.




